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Let G be a connected, simply connected Lie group and let g be its algebra. We 
prove the existence ofa non-zero semi-invariant u in U(gc) such that the operator 
a(u * a) is traceable r latively to x(G)” for every a in g(G) and every normal facto- 
rial representation x of G with kernel in C*(G) equal to the kernel of one of the 
irreducible unitary representations T,-, c detined by M. Dutlo in “Construction de
representations unitaires d’un groupe de Lie” (tours d’ttC de CIME, Cortona 1980, 
Liguori edition, Napoli, 1982). In particular, if G is a type I group, the operator 
TT(u * a) is traceable for every a in g(G) and for every f in g*, 0 1988 Academic 
Press, Inc. 
INTRODUCTION 
Soit G un groupe de Lie connexe, simplement connexe d’algebre d Lie g. 
11 est connu que si G est nilpotent (cf. [Ki] ) ou G semi-simple (cf. [HC] ), 
alors pour toute representation rt dans 6 (dual unitaire d  G) l’operateur 
a(cp) est a trace pour tout q dans g(G). J. Y. Charbonnel s’estinteresse a 
la recherche pour une representation unitaire rc fixte de G dun element u
dans l’algtbre enveloppante U(g,) de gc tel que n(u * 40) soit compact, de 
type Hilbert-Schmidt ou a trace (cf. [Cl, C2, C33). Comme consequence 
de ces travaux, on sait maintenant que si rc est une representation facto- 
rielle normale (cf. 0.9) d’un groupe de Lie connexe quelconque, il existe cp 
dans g(G) tel que l’operateur rr(cp) soit non nul et A trace relativement au 
facteur n(G)” engendrt par z(G). Dans [ Pel 1, N. V. Pedersen developpe 
la thtorie des semi-caracteres et montre entre autres que si G est un groupe 
de Lie resoluble connexe, simplement connexe d’algebre d Lie g, il existe 
un semi-invariant non nul u de U(gc) et un ouvert de Zariski Z de g* tel 
que rr(u *cp) soit a trace relativement a n(G)” pour tout cp dans Q(G) et 
pour toute representation factorielle normale x de G dont l’orbite associee 
est contenue dans Z (cf. [Pel, theoreme 4.2.21). 
Dans ce travail, jeme suis propose de generaliser le thboreme 4.2.2 de 




me suis base sur “le gros ensemble” de representations T,, construites par 
M. Duflo dans [Dl]. J’ai obtenu le theoreme suivant: 
TH~OR~ME. Soit G un groupe de Lie connexe et simplement connexe 
d’algebre de Lie g. II existe P non nul darts S(g,), semi-invariant (on notera 
w le semi-invariant de U(g,) qui lui correspond et 0 = {I E gz 1 P( - il) # 0) 
verifiant: pour tome representation factorielle normale 71 de G telle qu’il 
existe f dans 0 et z dans Xg(f) tels que ker n = ker T,G,, alors z(w * cp) est 
a trace relativement au facteur n(G)” engendre par n(G), pour tout cp 
dans 9(G). 
On a les corollaires: 
COROLLAIRE 1. Soit G un groupe de Lie connexe, simplement connexe, 
presque algebrique (cf. 0.16), alors il existe w non nul dans U( gC) tel que si 
on note u la mesure de Plancherel de G, pour p-presque tout 71 dans 6, 
x(w * cp) est a trace pour tout cp darts 9(G). (N.B.: Si G est unimodulaire, le 
corollaire 1 est une consequence de la formule de Plancherel.) 
COROLLAIRE 2 (cf. [Pe2, theortme 2.3.1 I). Si G est un groupe de Lie 
connexe, simplement connexe a radical co-compact de type I, alors il existe w
non nul dans U(g,) tel que pour tout 7[ darts G et pour tout cp dans 9(G), 
n(w * cp) est a trace. 
L’article de Dixmier, Duglo et Vergne [DDV] m’a Cte fort utile dans ce 
travail. Remarquons enfin que les representations du type consider-t dans le 
theoreme ci-dessus ont Cte Ctudiees par M. S. Khalgui dans [K3] ou il 
donne une condition ecessaire etsuffisante pour qu’une telle reprbsenta- 
tion admette un caractere distribution et ou il donne dans le cas ou cette 
condition est veriliee une expression de ce caractbre distribution, formule 
que j’utilise. 
NOTATIONS 
0.1. Si V est un espace vectoriel reel ou complexe, on note V* son dual 
et S(V) son algebre symetrique. On identifiera S(V) a l’anneau des 
fonctions polynomiales sur V*. 
0.2. Si V est un espace vectoriel reel, on note Vo son complexifie. Si en 
outre on s’est don& sur V une structure d’algebre de Lie, celle-ci se
prolonge a Vc et fait de V, une algebre de Lie complexe. 
0.3. Soit G un groupe operant A gauche sur un ensemble X. Pour tout x 
dans X, on note G(x) le stabilisateur de x dans G et G . x l’orbite d x sous 
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I’action de G. Si G est un groupe de Lie d’algebre d Lie g, on note g(x) 
l’algebre d Lie de G(x). 
0.4. Si G est un groupe algebrique, on note G, la composante neutre de 
G au sens de la geometric algebrique. SiG est un groupe topologique, on
note G, la composante neutre de G pour la topologie de G. Enfin si G est 
un groupe algebrique dtfini sur R, G(R), designe la composante neutre de 
G(R) pour la topologie d Hausdorff sur G(R) et R,(G) designera leradical 
unipotent de G. 
0.5, Soit g une algebre de Lie reelle. On designe par Xc, x l’involution 
de qc dtfinie par la forme reelle g de gc. On note UH U* l’unique anti- 
automorphisme antilineaire de U(g,) (l’algebre enveloppante de gc): pour 
lequel on a: X* = -x pour tout X dans qc. C’est une involution de U(g,). 
0.6. Soit g une algebre de Lie sur R, soit r le groupe adjoint algebrique 
de g. C’est le plus petit groue algebrique d’automorphismes de gc dont 
I’algebre d Lie contient ad g. Le groupe algebrique r est connexe et dtfmi 
sur R. 
0.7. Soit G un groupe localement compact. On note C*(G) la C*- 
algebre nveloppante de l’algebre d Banach involutive L’(G), C*(G)+ 
l’ensemble d s elements positifs de C*(G) au sens de 1.65 de [D]. On 
note G le dual unitaire d G. Soit rc une representation unitaire d G, il lui 
correspond une representation de I,‘(G) lorsqu’on s’est donne une mesure 
de Haar a gauche sur G. Cette representation de L](G) se prolonge a 
C*(G) de facon unique. Le noyau de la representation de C*(G) ainsi 
obtenue ne depend que de TC et non du choix de la mesure de Haar a 
gauche sur G. On le notera ker 71. 
0.8. Pour les notions de representation factorielle, facteur, on renvoie 
au livre [DJ. 
0.9. Soient G un groupe localement compact et n une representation 
factorielle de G. On dit que rc est factorielle normale si le facteur engendri 
par z(G) est semi-lini ets’il existe cp dans C*(G)+ tel que n(cp) soit non nul 
et a trace relativement au facteur engendre par n(G). 
0.10. Soit G un groupe localement compact et H un sous-groupe du 
groupe des automorphismes de G. Si n est une representation unitaire d G 
et si h est dans H, on note h . TC la representation de G: g H rr(h -‘(g)). 
Pour tout h dans H, les representations h . n et h . rc’ sont Cquivalentes si et 
seulement si 7c et n’ sont equivalentes. On defmit ainsi une action a gauche 
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du groupe H dans G. Lorsque G est un sous-groupe invariant d’un groupe 
G, ; G, opere dans G par automorphismes interieures, d’ou une action de 
G, dans G. 
0.11. Si G est un groupe de Lie d’algebre de Lie g, on note 9(G) 
l’espace d s fonctions ca sur G A supports compacts. Si U est un ouvert 
de G (respectivement g),on note 9(V) l’espace d s fonctions c% sur G 
(respectivement g) a support compact, contenu dans U. 
0.12. Soit G un groupe de Lie d’algebre d Lie g. On lixe une mesure de 
Haar a gauche dg sur G. L’espace 9(G) s’identifie alors a un espace de dis- 
tributions. Pour X dans g, notons pLx la distribution sur G: cp H pX(cp) =
(d/dt) p(exp tX)l,=o pour cp dans 9(G). L’homomorphisme: Xt+pX de g 
dans l’espace d s distributions surG se prolonge de facon unique en un 
isomorphisme de U(g,) sur l’espace d s distributions a upport {e}. On 
identifie U(gc) a cet espace via cet isomorphisme. La convolution des 
distributions definit done deux representations notees: (u, cp) H u * cp et 
(u, cp) I-+ cp * u de Wgc) dam 9(G). 
0.13. Soit G un groupe de Lie d’algebre d Lie g. On fixe une mesure de 
Haar dg sur G. Soit n une representation unitaire de G. Si cp est dans 
L’(G), on note rt((p) l’operateur jG. cp( g) rc( g) dg. Si X est l’espace d rc, on 
designe par yi”, l’espace d s vecteurs coo de la representation rr et par x,, la 
representation de U(g,.) dans -yi”, associee a rc. Pour tout u dans U(g,), 
l’operateur n,(u) est fermable t sa cloture est notee [rc,,(u)]. Pour tout u 
dans U(g,-) et pour tout cp dans 9(G), on a les relations: [n,(u)] 7c((p) = 
4~ * cp) et Ncp)Cn, (cp)l = 4~ * ~1. 
0.14. Si G est un groupe localement compact, on note X(G) l’espace 
des fonctions continues a support compact dans G. Si f est dans X(G) et si 
g, est un element de G, on note .p yu la fonction sur G dtfinie par 
.f”“(x I=.fk” -xl. 
0.15. Un groupe de lie G est dit localement algebrique s’il est locale- 
ment isomorphe au groupe des points reels d’un groupe algebrique aftine 
detini sur R. 
0.16. Un groupe de Lie G est dit presque algtbrique s’il verilie l s 
conditions suivantes: 
(i) G est localement algebrique. 
(ii) I! existe un sous-groupe G’ de G d’indice tini tel que notant 
Z(G’) le centre de G’, on ait Z(G’) G, = G’. 
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0.17. Soit V un espace vectoriel reel muni d’une forme bilintaire alter- 
nte B et H un groupe operant dans V par des automorphismes lintaires 
conservant B. Soit P” l’orthogonal de V relativement a B. L’espace 
V/V’est symplectique etH opere dans V/V’. On note S,,( V/V’) le groupe 
symplectique associe a V/V’ (c’est-a-dire le sous-groupe de GL( V/V’) qui 
laisse B invariante). On notera MJ V/V’) le groupe metaplectique associe 
a V/V’(cf. [Dl, 1.31). Legroupe M,,( V/V’) est un revetement d’ordre 2de 
S,( V/I”). On note 7~ la projection canonique de MP( V/V’) sur S,( V/V’). 
On note H” l’ensemble d s couples (h, m) dans H x M,,( V/V’ ) tels que h et 
m aient la m&me image dans S,( V/V’). Remarquons que H” est un revete- 
ment d’ordre 2 de H. 
0.18. Soit G un groupe de Lie reel d’algebre d Lie g, g* le dual de g et 
I dans g*. On note G(I) le stabilisateur de Idans G pour l’action de la 
representation c -adjointe etB, la forme bilintaire alternee d linie sur g x g 
par : B,(X, Y) = I( [X, Y] ). On note G(I)” le revetement d’ordre 2 de G(1) 
associe a B, comme dans 0.17. De m&me si n est un ideal de g, n* le dual de 
n et f dans n*, on note G(f) le stabilisateur de f dans G et B, la forme 
bilineaire associee A ,f et on definit un revetement G(f)” de G(f) d’ordre 2
comme en 0.17. 
0.19. Soient G un groupe de Lie d’algebre d lie g et Q une orbite de G 
dans g* par l’action co-adjointe. Soit d/IQ une mesure G-invariante sur 52. 
On dit que Sz est temperee s’il existe m entier 20 et une norme sur g* tels 
que: 
I 1 R (1 + llxl12)m @Jn(x) < m. 
0.20. Soit G un groupe de Lie, H un sous-groupe ferme invariant de G 
et cr une representation unitaire irreductible de H fixee par G. On dit que 5 
est une extension projective normalisee de (T a G si 5 est une extension 
projective de g satisfaisant <(g/z) = r(g) a(h) et c(hg) = a(h) r(g) pour tout 
g dans G et tout h dans H. Une telle representation existe toujours. 
1. LEMMES PR~LIMINAIRES 
1.1. Soit G un groupe de Lie connexe, simplement connexe d’algebre d
Lie g. Soit r le groupe adjoint algebrique d g. Soit G = T(R), la compo- 
Sante neutre de l’ensemble d s points reels de r. 
LEMME. I1 existe un sow-groupe compact connexe K de G et un sous- 
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groupe resoluble B de G egal a la composante neutre de l’ensemble des points 
reels d’un sous-groupe algtbrique resoluble B defini sur R et R deploy6 de I’, 
tels que l’application : 
(k, b)Hkb 
soit un dtffeomorphisme. 
Demonstration. Notons U le radical unipotent de f. D’apres [MO, 
theoreme 6.11, il existe un facteur eductif maximal L tel que r= L. U 
(produit semi-direct). Soient U= U(R) et L= L(R),. On a G== f(R), = 
L . U (produit semi-direct). Soit L = KAN une decomposition d’Iwasawa du 
groupe rtductif L.Soit B l’adherence d Zariski dans r du groupe ANU. Le 
groupe B est algtbrique, delini sur R, resoluble etR-deploy& maximal dans 
f. Le groue B= ANU est Cgal a la composante neutre de l’ensemble d s 
points reels de B. Les groupes K et B ainsi delinis verifient les conditions du
lemme. 
1.2. LEMME. Soit f dans g*, il existe une mesure c-invariante sur l’orbite 
G.f: 
Demonstration. I1 suflit dedemontrer que dc( g) = dG(/.)( g) pour tout g 
dans G(f). Notons fi l’algebre de Lie du groupe c. L’application de g dans 
$/3(f) qui, a X associe ad X: la classe de ad X dans fi/ij( f) passe au quo- 
tient par g(f) et permet ainsi d’identilier g/g(f) a un sous-espace d $j(f ). 
Dans la suite on considerera cette identification, Soit g dans G(f ). Le sous- 
espace (Ad,,,,,,(g) -Id)(ij/3(f)) est inclus dans g/g(/). 11 s’ensuit que 
ldet Ad,,,,,,(g)1 =det AdgiecfJ g I ( ). La forme bilineaire: (X,Y) H f( [X, Y] ) 
sur g induit une forme symplectique sur g/g(f) et celle-ci est invariante par 
Ad,,,,,,(g) pour tout g dans G(f ), done ldet Ad,,,(/)4 = 1 et AC(s)= 
deer,(g) pour tout g dans G(f). 
1.3. On utilise l s notations de 1.1. Soit 0, = {IE Se(E) soit de diension 
minimale}. C’est un ouvert de Zariski r-invariant. 
LEMME. Soit 1 dans g* tel que r. I soit contenue dans 0,. I1 existe f darts 
T(R) .I tel que la partie R-deployee maximale de IJ f ),, soit contenue dans B. 
Demonstration. D’aprts [B, p. 171, go(i) ttant de dimension minimaie, 
est alors commutative, done (Lie r) (1) est resoluble. Par suite, T(l), est un 
groupe resoluble algebrique connexe. D’apres [Bo, theoreme 15.91, les 
sous-groupes r&solubles connexes R-deploy& maximaux de r sont deux a 
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deux conjugues par des elements de T(R); done il existe g dans T(R) tel 
que le sous-groupe resoluble R-dtploye maximal de r(l), soit contenu dans 
g - ’ . B . g. Par suite le sous-groupe resoluble R-deploy& maximal de 
r( g . & est contenu dans B. L’element g . I v&lie le lemme. 
LEMME. Les notations ent celles de 1.1. 
11 existe un ouvert de Zariski r-invariant 0, dans gz tel que: pour tout f 
dans 0, et tout g dans r(f) on ait: det g = 1. 
Dkmonstration. D’apres [DDV, theoreme 4.61 il existe une fonction 
rationnelle non nulle sur gc* semi-invariante de poids le caractere : 
gw det g. Soit O2 l’ouvert de Zariski ou cette fonction rationnelle semi- 
invariante est delinie et non nulle. Cet ouvert repond au lemme. 
1.5. ConGquence. Si f est dans g*, d’aprb 1.2, AC comcide avec AGc,) 
sur G(f ). Supposons l’orbite G.f contenue dans l’ouvert 0, detini dans 
1.4, alors AC est triviale sur G(f) et G(f) est unimodulaire. En particulier, 
il existe une fonction I positive sur B. f telle que I(b . y) = AC(~) . l(y) 
pour tout b dans B et pour tout y dans B .f: 
1.6. Les notations sont celles des numeros precedents. 
Soit f dans g* n 0, n O,, Supposons de plus que B(f ). est un sous- 
groupe algebrique resoluble dtfini sur R, R-deploye maximal de r(f )o. 
Alors R,(B(f )0) = R,(T(f )O). Soit T un tore maximal dtfini sur R de 
IJf )O. Le tore T se decompose sous la forme T= T, . T, oti T, est un tore 
R-deploye maximal de B(f )0 et T, un tore defmi sur R et R-anisotrope. 
Alors r( f )0 = R,( r( f )0) .T, . T, = B( f )0 . T2. Comme T,(R) est compact, 
il s’en suit que G(f) = B(f ),o. K, est un groupe compact tel que 
K,nB(fh=Il).D' P a res 1.5, G(f) est unimodulaire; orG(f) est resoluble 
et on a suppose que b(f) est egale a la partie R-deployte maximale de 
$( f ); done B( f )0 est unimodulaire. Soient db’ et dk, deux mesures de Haar 
respectivement sur B( f )0 et sur K, D’apres [H, lemme 1.10, p. 3721 la 
mesure dh definie sur G(f) par: 
s G(f) 
q(h) dh = j j cp(b’k,) d/k1 db’, 
B(f)0 KI 
est une mesure de Haar sur G( f ). 
Soit 4 une fonction continue a support compact sur G. Dtlinissons $ sur 
G/C(f) par d(g) = fee,., d(gh) dh. D’apres [H, lemme 1.8, p. 3691 l’applica- 
tion 4 H 4 de C,(G) dans C,(c/c( f)) est surjective. 
1.7. LEMME. Les notations ont celles de 1.1 et de 1.6. Soit f dans g* 
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vPrifiant les hypothPses de 1.6. Soit v une mesure relativement invariante sur 
lbrbite B . f de multiplicateur A,. On note dk une mesure de Haar sur K et 
on utilise la fonction 1, de 1.5. Alors la mesure dt$nie sur Q par: 
j R iWMO=jK jB.,.~(k.y)i(l.)dv(y)dk 
est G-invariante. 
De’monstration. D’apres 1.6, B(f)o est unimodulaire. 11existe alors une 
mesure d6 relativement invariante d multiplicateur A, sur B/B(f), (cf. 
[Ga, p. 2631) telle que: 
pour toute fonction cp continue a support compact sur B. En posant pour 
toute fonction C#J continue a support compact sur B. f: je.,fq3( y) dv( y) = 
jw(/),, &bf) dh on delinit ainsi une mesure positive r lativement invariante 
de multiplicateur A, sur B .f: Soit Y une fonction continue a support com- 
pact sur l’orbite Q = G .f, posons: Bn(t+Q) = SK JB., $(k , y) I(y) dv(y) dk. 
D’apres 1.6, il existe une fonction continue ~+4 a support compact sur G telle 
que $ = $. Alors on a: 
Ba(lCI) = jK jBfdW J-(Y) dv(y) dk
= is &kbf) A(bf) db dk K B/Wf)o 
= I jB,BCf h L 
q3(kbh) n(bhf) dh d6 dk. 
D’apres le choix de la mesure dh en 1.6 et d’apres la propriete (*), le 
deuxieme membre de l’tgalite estegal a 
= II?’ A(f) dk, db dk. K B K, MW$$ B 
AC(b) 
=;(.f)-jK/B&Wmdbdk 
od f$ est une fonction continue a support compact sur G associee a la fonc- 
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tion 4 et definie par $(g)=jK, &g/c,) dk,. Comme on a PO= (@o)” (cf. 
0.14), l’invariance de la mesure Pn decoule alors du fait que l’application: 
%rjK jB%(kb)Edbdk 
est une mesure de Haar a gauche sur G d’apres [H, lemme 1.10, p. 3721. 
1.8. 
1.8.1. Dans ce numtro, on note H un groue algebrique connexe 
resoluble etdtlini sur R, I/ une variete algebrique irrtductible detinie sur R 
dans laquelle H opere, I’action &ant dttinie sur R. On note R,(H) le 
radical unipotent de H. 
LEMME. II existe des sowgroupes algbbriques H, , . . . . H,, de H d@nis sur 
R, des tores dkfinis ur R : T,, . . . . T,,, de H et des parties Iocalement ferm&es 
d&finies sur R : X, , . . . . X, tels que: 
(i) V= uy=, X,. 
(ii) H(x),, .R,(H) = H, pour tout x dans X, et 1 d q <m. 
(iii) Vx C X,, les tores maximaux de Hi sont conjuguh ci T, par un 
Gment de H,. 
Dtmonstration. La demonstration se fait par recurrence sur la dimen- 
sion de la variete algtbrique V. Si V est de dimension ulle, V est alors 
formee dun nombre fini de points et le leme est trivial. Supposons que le 
lemme est vrai pour toute varitte de dimension inferieure ou Cgale a n - 1 
et montrons qu’il est alors vrai pour une variete de dimension . D’aprb 
[DDV, theoreme 3.33, il existe un ouvert de Zariski non vide A I de I/ et 
un sous-groue algebrique H, de H d&i sur R tel que H(x),, .R,(H) = H,, 
pour tout x dans A,. Soit T, un tore maximal de H,, T, est alors conjugue 
par un Clement de H, a tout tore maximal de H(x), pour tout x dans A, 
(cf. [Hu, 19.3, p. 1231). La variete algebrique q/\A, admet un nombre tini 
de composantes irreductibles et chacune ttant de dimension inferieure ou 
tgale a n - 1, on conclut alors d’aprb l’hypothese d recurrence. 
1 J.2. D’apres le lemme precedent et si B est le groupe defini en 1.1, il 
existe des sous-groupes algebriques B,, B,, . . . . B, de B, d&finis sur R, des 
tores d&finis sur R: T,, T,, . . . . T,,, et des sous-varietb algebriques, dttinies 
sur R, localement fermees X,, X,, . . . . X, de gz tels que: 
6) gi! = Uq=, X,. 
(ii) B(x),, . R,(B) = B, pour tout x dans Xy et 1 d q 6 m. 
(iii) Pour tout x dans X,, Ies tores maximaux de B(x), sont 
conjugues a T,, par un element de B,. 
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1.9. Les notations sont celles de 1.1 et de 13.2. 
1.9.1. Pour q= 1, . . . m, posons rq= {xcX,I Tq.x= (x}}. Pour tout 
f dans X,, il existe b dans B tel que b .f soit contenu dans Xq. Soit S, un 
tore algebrique d B, detini sur R, R-deployi: maximal qui contient le tore 
T,. D’apres [Ro, theoreme 41, B = S, .R,(B). Soit A, un sous-tore d S, 
tel que S,=A,.T,. On a B=A,(R),.T,(R),.(R,(B))(R). Soit f dans 
Xq(R), on a B(j& = T,(R), .[R,(B)](R)(f). On notera U, = R,(B)(R). 
1.9.2. Soit S dans Xi(R). Explicitons une mesure relativement inva- 
riante sur B/B(f),. Notons ti l’image de u par la surjection canonique de 
U, dans U$U,( f ). L’application: (a,zi) H m est un homtomorphisme 
de A,(R), x U&l,(f) -+ B/B(f),. Soient da, une mesure de Haar sur 
A,(R),, et, dzi une mesure invariante sur U,/U,(f) et py la mesure image 
par l’application ci-dessus de la mesure produit da, dti. La mesure pq est 
une mesure positive sur B/B(& relativement invariante d multiplicateur 
A,. En effet, l’invariance de ,uLy par FI,(R)~ et par U, decoule de l’inva- 
riance de da, et de dzi. Comme B = T,(R)O. A,(R)O. U,, il sufftt que pLy soit 
relativement invariante sous l’action de T,(R),. Pour cela, soient , un ele- 




#(a. t,ut,‘) da dti car t, E B(f),. 
A,(R)o UdUs(f) 
Puisque l’application: cp I-+ j,,e,Ua(lI cp( t,ut; ’ ) dti est une mesure 
invariante sur U,/U,(f) et qu’une telle mesure est unique a une constante 
multiplicative pr s, on a ~(4’~) = c( to) .~(4) ou ~(1,) est une constante 
nicessairement egale a A,( to). 
1.10. Les notations ont celles de 1.9. Soient ay l’algebre d Lie de 
A,(R), u, l’algebre de Lie de U, et hy = a4 + u. Soit H, le sous-groupe ana- 
lytique de B d’algebre d Lie 5,. Comme a,, est R-dtployee, ilexiste une 
base (u,, .. . u,) de g* dans laquelle, les elements de hy (respectivement les
elements de aa) sont represent& via la representation c adjointe par des 
matrices triangulaires (respectivement diagonales). D’aprb [M, thio- 
rbme 2, p. 521 il existe une base (Xl, . . . F&,) de a4 telle que les matrices 
representent les X7 via la representation c adjointe dans la base (ul, .. . . II,) 
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aient toutes leurs valeurs propres entieres, done Xi. vi= mu. vj, mv C Z, 
1 <i<p(q) et 1 <j<n. 
1.11. D’apres [Pl, proposition 1.1, p. 5131, Pukanzsky donne une 
parametrisation des orbites dun groupe de Lie connexe simplement 
connexe agissant dans un espace vectoriel de dimension finie par une 
representation unipotente. D’apres cette parametrization, les orbites de U, 
dans g* sont reparties n paquets E,, . . . . E,. Pour 1 < s < M et pour x 
dans E,, dim U, . x = d,. De plus, il existe une base (e, e,, . . . . e,) de g* 
telle que pour tout x dans E,, on ait: 
f P,,,JZ,x)ei,ZERds 
,=I 
oh les Pj,s ont des polynbmes en Z a coefficients des fractions rationnelles 
en x. Si on exprime les e,, 1 <j< n, dans la base (vl, .. . . v,) dtfinie en 1.10, 
il existera des polynomes cJ~,,~, 1 < j < n, verifiant les mimes proprietes que 
les Pj,s et tels que si x est dans E,y et x = J$= 1 xjvj, on ait: 
i Qj,,(Z,x)v,;Z~R4 
j= 1 
1.12. On utilise l s notations du numero precedent. Soit u l’algebre d
Lie de U,. D’apres [Pl, p. 5151, pour tout x dans E,, 1 <s<M, il existe 
une base supplementaire (Y,(x), ... . Y4,(x)) de u(x) dans u telle que: 
expz,Y,(x)~~~expz,Y,,~(x)~x= i Q,.,(Z,x)vi 
j= I 
pour tout Z dans Rds. Alors l’application: ZH cJ!= IQ,,,(Z, x)vj est un 
diffeomorphisme de R” sur U, .x (cf. [Ra, 5.3, proposition d]). 
1.13. 
1.13.1. On note U(g,) l’algebre enveloppante de gc, S(g,) l’algtbre 
symmttrique de gC qu’on identifie a l’algebre d s fonctions polynomiales 
sur gz. Le groupe Aut g (par suite G et r) opere dans ces algebres et on 
note : 
Z(gC): le centre de U(g,). 
Z(g,): l’algebre d s invariants de S(g,) sous l’action de l-. 
SZ(gC): l’algbbre engendree par les semi-invariants de U(g,) sous 
l’action de l-. 
SZ(g,): l’algebre engendrte par les semi-invariants de S(g,) sous 
l’action de r. 
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1.13.2. D’apres [RV], il existe un isomorphisme canonique d’alge- 
bres y: Sl(g,) + SZ(g,). 
1.13.3. Soit no l’intersection des noyaux des differentielles des caracte- 
res de G qui sont des poids de semi-invariants on nuls dans SZ(g,). 
D’apres un lemme de Borho (cf. [RV]), Sl(g,) est contenu dans Z((n,),). 
1.14. On utilise l s notations de 0.1, 1.1, 1.3 et 1.4. 
1.14.1. Soit Z l’ideal r-invariant de S(g,) forme des polynomes dans 
S(g,) nuls sur le complementaire d 0, n 0, dans (go)*. D’apres [DDV, 
thtoreme 2.21, il existe P, non nul dans I qui est semi-invariant sous 
l’action de f dans S(g,). Soit P, la fonction polynomiale dont les 
coefficients sont les conjuguts de ceux de P,. Posons P= P, B,. Soit 
0 = {Ic 9*/P(l) #O}. La partie 0 de g* est un ouvert de Zariski T(R)- 
invariant e contenu dans 0, n 0,. 
1.14.2. Soit x le poids du semi-invariant dtfini en 1.14.1. Soit I= ~1 G. 
D’apres le choix de P, x prend ses valeurs dans R: On notera r, le noyau 
de 1, G, celui de 2 et H,, le noyau de la restriction de 2 a H,. Soient 
G,=(gIIelAdgEG,} et g,=Lie(G,). 
1.14.3. D’apres 1.13.3, P est dans I(g,,,). Soient f dans 0 et f’ la 
restriction de f a gx. Alors P(fx) est non nul; done G(f,) et inclus dans G,. 
1.15. Soit P, l’element de S(g,) dtfini par Pz( f) = P( - if). On note u2 
l’element y(P2) ou y est l’isomorphisme detini en 1.13.2. 
2. ORBITES TEMP~R~ES 
Les notations sont celles du paragraphe 1. 
2.1. Dans ce numero on va faire pour chaque q, 1~ q < m, un choix 
d’une base (Xy, . . . . X$,,) de ay (cf. 1.10) verifiant lacondition de 1.10. Ce 
choix nous sera utile dans les paragraphes qui suivent. On note dx la 
differientielle du caractere x et ay la restriction a ay de la differentielle de la 
fonction module AC; au = d(Ac)lqo. Pour notre choix de la base 
(X7, . . . . X;l(,,) de ay, on va faire une dtscussion suivant la nature des noyaux 
de dxl., et de cl,,. 
Situation 0. C’est le cas ou dxl,, = 0, dans ce cas, on choisit la base 
(X;l, . ... X&,) de ay veritiant 1.10 saris autres conditions supplementaires. 
Situarion 1. C’est le cas od dxl ay non nulle t ou ker dxl ~g n ker ay est 
de codimension 1 dans a4, dans ce cas on choisit la base (Xl, . . . . X;(,,) 
veriliant 1.10 et telle que: 
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(i) 0% . . . . X&,,) est une base de ker(&l,J (ceci est possible car 
ker dx(., est une algebre de lie algebrique R-deployee). 
(ii) &(X7) est un entier strictement positif. 
Situation 2. C’est le cas oti & oy non nulle t oh ker(&l,J n ker cly est 
de codimension 2 dans a4. On choisit la base (Xl, . . ..Xzc4)) vtritiant les 
conditions suivantes: 
(i) (XZ, . . . X&,,) est une base de ker(&(,J n ker cly. 
(ii) (XI, X;, . . . . X;(,,) est une base de ker(dxl,,,). 
(iii) (X7, Xx, . . . . Xzcy,) est une base de ker cly et &(X7) est strictement 
positif. 
2.2. On conserve les notations prbctdentes. Pour T= (I,, ... . t,(,)) dans 
Rpcy), posons g(T) = exp t, X7 . ..exp t,(,jX;(,j. Avecles notations de 1.10, 
on a g(T).u,=(expL,(T)).u, oti Li(T)=Cf’2jm,t,. Soit ldp<M 
(cf. 1.11). Si f est dans E,, notons: Iz,(Z)=x,“=, Q JZ, f) uj pour Z dans 
R”j (cf. 1.11). Posons -a, = inf[O, inf mii] et ui= e” pour i= 1, .,., p(q). 
Alors il existe des polynbmes R,,,,(u,, . . . .u,(,), Z f,, .. . . f,,) en les variables 
Ul, u2, . ..> Up(,), Z a coefficients des fonctions rationnelles en (f, . . fn) tels 
que: 
g(T) . h,(Z) = Ua, 
I 
Par suite il existe des polynomes S,,‘i,y en (p(q) + 4, + n) variables tun 
polynome D,, en n variables tels que: 
pour tout f dans E,s n X,(R). 
Posons Ss,y(ul~ . . . . up(,), Z fly . . . . f,) = C;=, Si,J,y(uI, . . . . upcy), .T 
f,, . . ..f.) 0, et Tr,y(uI, . . . . up(,), Z f,, . . ..fJ = g(T) .hf(Z). 
2.3. Choisissons un produit scalaire sur g* invariant par le groupe K 
(cf. 1.1) et notons /I (I la norme associte. On utilisera les notations 
precedentes ton supposera en 2.3 et en 2.4 que la restriction de dx 9 ay est 
non nulle. 
LEMME . Soient 1 d s 6 M et 1 <q < m fixb. Soit f un Plkment de 
0 n E, n X,(R). Supposons de plus que B( f )0 est un sous-groupe r&soluble 
R-dkployt maximal dans r(f )O alors: 
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(i) Pour tout H, ‘f, l’orbite HY,T, x est fermde dans g*. 
(ii) Soit I, un compact de R, alors U(.,, H,,, . (exp tXq). f. est ferm& 
dans g*. 
(iii) Pour tout (E, . . . . E,(,)) dans { - 1, 1 }p(y), pour tout couple (a, b) 
de rPels strictement positifs: IIT(u,, ... . u,,(,), 2 fi, . . . . f,,)ll tend vers + 00 
quand cfLq/ uy + CF=, z: tend vers + CO et u, reste compris entre a et b. 
DPmonstration. (i) Considtrons l’action du groupe algtbrique B dans 
la variete Z.f: Si x = b . f est dans B .f, alors B(x) = B(bf) = b . B(f). b- ’ ; 
done la dimension de B(x) est tgale a la dimension de la partie R-dCployCe 
maximale de Z( f )O. Si y est un element quelconque de Z .f, y = g .f, 
B(y) = g . I-( f) . g ~ ’ n B est un sous-groupe r&soluble R-dtployk contenu 
dans Z( g . f ); done la dimension de B(y) est inferieure ou Cgale a la dimen- 
sion de B(f )O. Alors d’apres [Hu, proposition 8.3, p. 601, pour tout x dans 
B .f; l’orbite B,.x est fermee dans Z.f, or vu le choix de la fonction 
polynomiale P, P est nulle sur Z. f\r .f, par suite r, . f = 
{ZCml P(l)= P(f)}; done Z, . f est fermte dans gz et B, . x est fermee 
dans gz pour tout x dans B .f: D’apres [BHC, proposition 2.31, B,(R)o. x
et B, .x sont fermees dans g pour tout x dans B. f; (i) resulte de ce que 
H,,,.x= B,.x d’apres 1.9.1. 
(ii) Notons E= Utelo H,,, (exp tXy)f= UrG,” (exp My) H,,, .f: Soit 
(exp t,Xy) h, . f une suite de E convergeant vers 1 dans g*; Z,, etant com- 
pact, on pourra supposer que la suite (t,) converge vers t, dans I,. On a 
(exp toXf.h,).f=exp((t,- t,) Xl) exp t,X;.h,f: La suite xp(t,- t,) X; 
converge vers e dans H,, la suite xp t,,Xy .h, f converge vers 1 et l’action 
de H, dans g* etant continue, la suite (exp &XT). 15,. f converge vers 1. 
D’aprks (i), 1est dam H,,, exp toXT .L done dans E. 
(iii) Cette assertion dtcoule de (ii) et du fait que l’application: 
(Ul? ‘..2 up(y), Z)- g(T) h,(Z) = TJuI, . . . . up(y)2 Zf) de (R*,YcY) x I@ 
dans H, . f est un diffeomorphisme. 
2.4. LEMME. Soient 1 <s< M, 1 <q<m. Posons .I+ = [l, + CO[ et 
L =]O, 11. Soit (Ed, .. . . E,(,)) duns (- 1, 1 },(q). I1 existe un entier 
k(& 9, EI, . . . . E,(,) ) tel que pour k, Z k(s, q, Ed, . . . . E,(,)) et pour tout f dans 
0 n E, A Xi(R) pour lequel B( f )0 est un sous-groupe algtbrique d&i sur R. 
&soluble et R-dPployP maximal de r(f ),,, les intkgrales: 
Z(i) = j s 
Ul 
kl &(qI) &q) 
4, x ... x J$Q) Rds (1 + IITF,~(U~,...,U~(~), &ii2)k2% “‘up(y) 
xdZ.du, . ..du.(,, 
(i = 1, 2) soient convergentes pour k, entier positif assez grand. 
REPRkSENTATIONS UNITAIRES 247 
DPmonstration. La dkmonstration vase faire n deux &tapes. On utilise 
les notations de 2.2. 
Premihe &ape. On dCmontre qu’il existe un entier k’ positif tel que 
la limite de 
(1 + IITs,y(u,, . . . .U&/), Zf,, ..‘, fA2T’ 
soit + 00 quand (Ct= 1 zf + Cp:i UFl, tend vers + 00. Pour ceia, pour 
u1 > 1 et pour f v&&ant les hypothbes du lemme, posons: 
pf(ul) = Inf{ 1+ IITs,&u, 2, . . . . . . . . up(,), Z fi, . . . . .Ll12; u1 6 4 
ui > 0; i = 2, . . . . p(q), Z C R&}. 
Cette borne infttrieure est atteinte d’aprks le lemme 2.3(iii). ConsidCrons 
le systkme d’CgalitCs et d’intgalitCs polynomiales suivant : 
l<U,<U 
ui > 0, i = 2, . . . . p(q) 
ljC R, j = 2, . . . . n 
(9 
syst6me dont les inconnues sont U, u2, . . . . u,,(,), 2 et les paramitres ont 
P, Ul 2 11, .*-, I,,. D’aprks le thkortme de Tarski et Seindenberg (cf. [G]), il 
existe un nombre fini de systkmes S,, . . . . S,. d’CgalitCs et d’inkgalitbs 
polynomiales en les (n + 2) variables (11, u,, I,, .. . I,) tels que pour 
(P, Ul, 1,) . . . . 1,) fix& le systbme (S) admette une solution rtelle si et seule- 
ment si (p, ul, I,, .. . 1,) v&i!ie l’un au moins des systkmes (Si)i, i= 1, . . . . r. 
Remarquons que les systkmes (Si), peuvent &tre supposCs ne comportant 
que des 6galitCs ou des intgalitits strictes. Soit S, un tel systtime; siS,, ne 
comporte que des inCgalitCs etsi (p, ul, I,, .. . . I,) vCrifie S,,, alors tout 
(P’, Ul 9 I, 5 . . . . 1,) avec p’ <p et p’ assez proche de p vtrifiera aussi S, pour 
des raisons de continuitt. Si f est dans 0 n E, n Xi(R) et tel que B(f),, soit 
un sous-groupe rtsoluble R-dbploy6 maximal de T(f)o, uJu,) est atteinte, 
done le (n + 2)-uplet (p/(u, ), ul, f, , . . . f,,) vkrifie l’un au moins des systb 
mes (Si), i= 1, . . . . r. Par suite, d’aprks la remarque faite ci-dessus, certains 
systimes parmi les (Si)i cornportent &essairement des tgalitks. Soit Q le 
produit des polyn6mes apparaissant sous la forme d’CgalitCs dans les systB 
mes (Si)i. Soit f dans 0 n E, n Xi(R), tel que B(j& soit un sous-groupe 
rtsoluble R-dCploy6 maximal de T(j&, on a ’ alors Q(P~(u,), ul, 
f,, . . . . f,) = 0 pour tout u1 dans [ 1, + a~ [. Comme la fonction p,- est mono- 
tone, il existe un polynbme irrtductible Q&A, pI) de deux variables de 
580/77/2-2 
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degrt: infkrieur ou &gal au degrk de Q et tel que Q/(P~(u,), U ) = 0 pour uI 
assez grand. Puisque p,(u,) tend vers l’inhi quand u, tend vers l’infini et 
avec un dtveloppement de Puiseux de Pi au voisinage de + co, on 
aura: j~~(u,)=A~.uy’.(l +0(l)) au voisinage de + a oli a,- > 0. Comme 
a, = t,/t, oli t, et t, sont deux entiers tels que t, 6 2d”Qj < 2d”Q, a, 3 c = 
1/2d”Q. Soit k’ un entier tel que k’ c > 1. Alors la limite de 
Cl + IIL/h ..., up(y), Z,f2, ...Al121k’ 
UI 
est Cgale h + co, quand (CfLqj ~2”’ + x$, zf) tend vers + 00 pour tout f 
dans 0 n E, n Xi(R), tel que B(f), soit un sous-groupe rksoluble R-dt- 
ploy6 maximal de T(f)o. En effet si U, + 03, le rksultat d coule de ce que 
P,(u,) = Af. u’f’( 1 + o( 1)) au voisinage de + a avec a, > 0 et A, > 0. Si u1 
tend vers 0, l’assertion esttriviale etsi u1 ne tend ni vers 0 ni vers l’infini, 
I’assertion dkcoule du lemme 2.3(iii). 
Deuxihe etupe et fin de la dtmonstration du lemme. Avec les nota- 
tions de la premikre ktape, soit k’ un entier tel que k’ c > 1. Pour f dans 
0 A E,y n Xi(R) et pour r > 0, posons 
v/-(r) = Inf 
i 
Cl + IIT,.,(U,~ ‘.‘>up(y), z f2, . ..2 fA’1”’ u >. 
I 3 
ui 
Si on suppose de plus que B(jJ, est un sous-groupe r&soluble R-d&ploy6 
maximal de T(f)o alors lim, _ r v,r.( ) = + co d’aprh la premikre &tape de la 
dkmonstration. Par un raisonnement analogue h celui fait ci-dessus, il
existe Bf>O et b,->O tel que vl(r)=Bf.rb(l +0(l)) au voisinage de +ccl. 
En outre, comme ci-dessus aussi, il existe c’ > 0 tel que b.f 3 c’ pour tout j 
Soit un entier k(s, q, E,, . . . . E,(,)) tel que k(s, q, cl, . . . . &p(q)). c’ > p(q) + d,y. 
Pour tout entier k, > k(s, q, E,, . . . . E,(,)) etpour i = 1 ou 2, posons k2(i) = 
dX(X:).k’-k, + /cc,(X;‘)l (cf. 2.1). Alors pour i= I ou 2 on a: 




Jr, x x Jm R“s [1 + I\~,,.y(u,, . . . . up(,), z, h>‘-..fn)i\21k’(i’ UI “‘up(c,) 
.dZ.du, . ..du.(,, 
. Cl + llTs,,(u,, . ..~pc.,,Z,f)l121’a,(r)‘dZ 
du 1 . . . dupcq, 
Ul ‘. Up(y)
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Or 
(quand r tend vers + cc ). 
Puisque k, .b,-.&(Xl)> p(q)+d, et we II~s,y(~I, . . . . upcy), Z f,, . . ..fn)l12 
est polynomiale en les ui et en Z, l’integrale Z(i) est convergente. 
2.5. LEMME. Les notations ont celles de 1.1, 1.9 et 1.11. 
Soit dk la mesure de Haar de masse totale 1 SW K. Soit f duns 
0 n E, n X,'(R) tel que B(f )0 soit un sous-groupe rholuble R-d&ployC maxi- 
mal de IJ f )O. Soient R = G. f et Pn la mesure dC;finie sur 52 par: 
LW=jKjcRe ,,,Ij,, $Ck. T,,y(uI> ..., upcy), Zf,, . . . . fn)l 
+ 
. [~(T,,,(u,, . . . . upcq), Z, f))] dZ.d;; “‘dup(q’.dk . ..u P(Y) 
(oti la fonction A est dt$nie en 1.5), alors fin est C?invariante. 
Dtimonstration. D’apres [P6, p. 1211, l’image de la mesure de Lebesgue 
de Rds par le diffeomorphisme 4: RdT -+ U. f dtfini en 1.12 est U-invariante, 
alors le lemme dtcoule de 1.7 et de 1.9. 
2.6. LEMME. Les notations ont celles de 2.4 et de 2.5. Soient s et q fix&; 
1 <s < A4 et 1 <q <m. I1 existe un entier k(s, q) tel que pour tout entier 
positif k, 3 k(s, q) et pour tout f duns 0 n E, n Xi(R) tel que B(f ),, soit un 
sowgroupe r&soluble R-dkployP maximal de r(f )0, il existe un entier positif 
k, tel que: 
s P( X)kl Q (1 + lb/I *P &4x) soit convergente. 
Dkmonstration. 
Premier cas: dxl L1u = 0, i.e., 1 est trivial. Comme la fonction P est nulle 
sur a\Q on a G.f = {lE@P(l)=P(f)}; done G.f est fermee dans g*. 
Alors d’apres [Gil l’orbite Szest temperee; or la fonction P est polyno- 
miale; done pour toute puissance a 2 0, Pa. dfiQ est temperee. 
Deuxi?me cas : dxl L1~ # 0. Alors suivant la nature des noyaux de dxl al et 
de ~Jaqy on sera dans l’une des situations (i), i= 1,2, consider&es dans 2.1. 
Dans ce qui suit, l’apparition de l’indice i (i = 1,2) est relative a la situation 
(i). Avec les notations de 2.4, on a: si tj(x) = l/( 1+ 11x11*), 
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l[kT 3. ‘, 
. dZ . du, . du,,,, .dk 
&All/) = A(f) c j s 1 U%W) I Jr, x ... x Jc,,,~, IV’s 1 + 11 Ts,,(u, 1 . . . . U,J(~), z, f)li2 Ul . . . U,(q) 
.dZ.du, . ..du.(,, 
(la somme etant faite sur les (.sr, . . ..&P(y)) decrivant {- 1, + 1 }p(q). Soit 
k(s, q) = Max{&, q, cl, . . . . cpc4,); (Ed, Ed, . . . . E,(,)) c { f 1 jP’Y)f. Posons pour 
k, 2 k(s, q), k, = k’ .k, dx(Xy) + Icl,(Xy)I oti k’ verifie lapremiere Ctape de 
la demonstration du lemme 2.4. La convergence de 
s P(x)“’ R (1 + ll-412)k2 d8*b) 
dtcoule alors du lemme 2.4. 
2.7. TH~OR~~ME. Les notations ont celles de 1.1 et de 1.14.1. 
II existe un entier positif k tei que pour k, > k et pour toute G-orbite 12 
contenue dans 0, la mesure Pklb, est tempPrPe. 
Demonstration. Soit Q = G .1 avec I dans 0. D’apres 1.3, il existe f dans 
T(R). 1 tel que B(f )0 soit un sous-groupe algebrique defini sur R, R-de- 
ploye maximal de lJf )O. On pourra choisir f tel que le tore maximal de 
B(f )0 soit T,, 1 < q < m. L’ouvert 0 etant T(R)-invariant, f est dans 0. I1 
existe s, 1 < s < A4, tel que f soit dans E,. Alors f est dans 0 n E, n X;(R); 




G f (1 + IIXII*)k2 dbG.l(x) 
soit convergente. Or il existe g dans f(R) tel que Q = gi? .f: Soit /In la 
mesure sur Q image de /?c ./ par l’application x H g . x de G f dans Q. La 
mesure jn est positive, G-invariante eten posant: lily 111 = II g- lyll pour tout 
y dans g*, f’integrale: 
5 
fYg-‘Y)k’ 
n (1 + IllYll12)k* 
4%kv) 
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est convergente. Puisque la fonction P est semi-invariante sous l’action de
r, l’integrale : 
s 
P(Ylk’ 
R (1 + IIlYll12)k2 
&(y) 
est convergente. Sion pose: k = Max{k(s, q) E { 1, . . . M} x ( 1, . . . . WI) }, k 
v&tie alors l’assertion du thtoreme. 
2.8. Soit Q une G-orbite contenue dans 0 et f dans g* telle que 
Q = G . f: Soit 0 l’adherence d G . f dans Q. En utilisant le theoreme de 
d&integration d’une mesure [Bou, sect. 3, thtoreme 21 on demontre le 
corollaire suivant : 
COROLLAIRE. (i) I1 existe une mesure positive unique au scalaire multi- 
plicatlf p&s DO sur 8, G-invariante. 
(ii) Soit k un entier qui v&rifi:e 2.1, alors pour tout entier k, 3 k, la 
mesure Pkl dfiB difinit une distribution tempPrPe dans g*. 
3. REPRESENTATIONS ET OP~RATEURS A TRACE 
3.1. Construction de rephentations unitaires d’un groupe de Lie [Dl ] 
Soient G un groupe de Lie d’algebre d Lie g, g* le dual de g, f un ele- 
ment de g*, B, la forme bilintaire sur g definie par B,-(X, Y) = f( [X, Y]), 
G(f) le stabilisateur de f dans G et g(f) le stabilisateur de f dans g. On 
note pr la projection de G(f )” sur G(f) ou G(f )” est le revetement d’or- 
dre 2 de G(f) associe a Bf comme en 0.18. Soit E l’tltment on trivial du
noyau de pr et G( f )a = pr ~ ’ (G( f )O). On dit que f est admissible s’il existe 
un caractere unitaire x/de G(f )s dont la differentielle est arestriction de if 
a g(f) et tel que I~(&) = - 1. Si f est admissible, on note X,(f) (respective- 
ment A’?( f)) l’ensemble d s classes d’tquivalence des representations u i- 
taires (respectivement u itaires irreductibles) d  G(f)” dont la restriction a 
G( f )8 est un multiple de X, . On dit que f est bien polarisable s’il existe une 
polarisation resoluble en f dans g verifiant lacondition de Pukanszky 
(cf. [Dl]). Si f est un element de g* admissible etbien polarisable et si T 
est un element de X,(f ), on note T,;, la representation unitaire de G 
associee au couple (f, t) par M. Duflo (cf. [Dl 1). 
Soient L un sous-groupe fermt invariant de G d’algebre d Lie I et I* le 
dual de 1. Soient f dans g* et I= f I,. Notons h = g(1), h = f 1 b et H = G(Z)’ 
(cf. 0.18): alors (cf. [Dl I): f est admissible siet seulement si h l’est dans ce 
cas, 1 est aussi admissible. La forme lineaire f est bien polarisable siet 
seulement si h et I le sont. De plus, il existe une bijection canonique: tH r’ 
de X,(f) + X,(h) telle que r et T’ aient des cornmutants isomorphes. 
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3.2. Extensions de rephentation irrPductibles d’un groupe de Lie (cf. [K 11) 
Les notations sont celles de 3.1. 
(a) Soit G un groupe de Lie d’algkbre d Lie g et L un sous-groupe 
fermi invariant de G d’algkbre d Lie I. Soient 1dans I* admissible, bien 
polarisable et CT dans X”(l). Le stabilisateur de Tk6 dans G est le groupe 
G(I), L oti G(I), est la projection canonique dans G(1) du stabilisateur 
(G(l)‘)(a) de CT dans G(I)’ (cf. 0.18). 
(b) On reprend dans ce numiiro les notations de III.1 et III.2 de 
[Kl] et le rksultat principal de l’article it6: on en aura besoin dans la 
dttmonstration du lemme 3.5. 
Si G est un groupe de Lie r&e1 et L un sous-groupe fermC invariant dans 
G tel qu’il existe un sous-groue discret Z de L central dans G et tel que L/Z 
soit un sous-groupe d’indice fini de l’ensemble d s points r&els d’un groupe 
algbbrique dkfini sur R. Dans ces conditions, on dit que (G, L) vkrifie la
propriCti: (P). Soit (G, L) vkrifiant la propriCtC (P). Soit f dans g* admissi- 
ble et bien polarisable. Soient I=.fl,, 6 = g(l), h =fl h et H = G(I)‘. Alors h 
est admissible etbien polarisable. Soit t E X:(f). Notons #,Ih la bijection 
canonique dkfinie en3.1 de Xl,-(f) dans X;(h) qui h T associe t’. La restric- 
tion de T&. d L(l)’ est port&e par une orbite H. CJ avec CT dans Xp(l). D’a- 
pr6s la thCorie de Mackey, si < est une extension projective normaliste 
(cf. 0.20) de CT a (G(l)‘)(o) il existe une unique reprisentation projective fac- 
torielle t”de (G(i)‘)(a) telle que Tfr, 2: ind(r”@ t; (G(l)‘)(o) 7 G(r)‘). On
peut voir que la reprksentation 7” est une repr&entation deG(I), et de plus 
elle se prolonge trivialement B G(/),L. A l correspond une reprksentation 
c projective T,,, ’ de G(i), L dans I’espace d T:-, qui prolonge Tf,. D’apr& la 
thborie de Mackey, la reprksentation nd(z’” 0 ‘T:,; G(l),LT G) est une 
reprtsentation factorielle de G. On a le thirorime suivant: 
TH~OREME. [Kl, thtorkme 111.2]. Les reprhsentations T/Gr et ind(t” @
;Tlfn; G(I),L f G) sont Pquivalentes. 
3.3. Dans la suite on reprend les notations et les hypothkses des parties 
1 et 2. En particulier, G est un groupe de Lie connexe, simplement connexe 
d’algebre d Lie g, f le groupe adjoint algitbrique de g, G = T(R),, P le 
polyn8me semi-invariant de S(g,) de poids x d6fmi en 1.14.1, I-, = ker x, 
G,= ker(XI G), G,= {g C G/Ad gC (5,}, gx= l’algtbre d Lie de G,, 0 
I’ouvert deZariski dtfini en 1.14.1 et u2 le semi-invariant de U(g,) ditfini en 
1.15. Soit k un entier qui v&lie 2.7 et soit u= u$. 
3.4. LEMME. Les notations ont celles de 3.3. 
Soient f dam 0, I = [g, g]. Soit I= f 11, alors on a G(l) est contenu 
dans G,. 
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Demonstration. Soit f, = n,i.,,,, ker x ou X,(Z) est le groupe des 
caracteres rationnels de r d&finis ur R. D’apres [DDV, lemme 4.31, 
r(l) c f, r(f); or f &ant dans 0, P(f) est non nul; done r(f) est contenu 
dans TX. I1 s’en suit que ri r(f) est contenu dans TX, alors G(f) est con- 
tenu dans G,(I). Par suite, G(I) est contenu dans G,. 
3.5. LEMME. Soit f duns 0 admissible t bien polarisable, f, = j 1 g et z 
duns Xlc,‘(f ), alors if exisfe rA duns X’c,‘,(f,) tel que TFr ‘c ind( TElr,; G, 1 G). 
Demonstration. Soit I = [YJ, 91; I est contenue dans gx. Soit L un sous- 
groupe ferme de G d’algebre de Lie I et contenu dans G,. Les couples 
(G, L) et (G,, L) verifient la propriete (P) delinie en 3.2(b) (cf. aussi III.1 
de [Kl]). Soit I=f]l. D’apres le lemme 3.4, on a h=g(/)=l~,(l) et 
H = G(I)’ = G,(I)‘. On a les bijections: 
4l.h Xgyf) - X’;;(h) +G - xgf,, 
oti on a pose f,=f/g, et h=flh. Soit rx= (#;,),O~,,,,)(z). Soit 
r’ = 4t,h(t) = $l,.h(rx). Alors avec Ies notations de 3.2(b) il existe C, T”, ( tels 
que: Tf, ‘v ind[(r”@ 5); (G(l)‘)(o)t G(f)i] et aussi T& N ind(r”@ 5; 
(G,(/)‘)(cr) T G(I)‘). D’aprb le thtoreme 3.2 on a: TFr z ind(r”@ <Tf,; 
G(O,L t G) et T2r, - N ind(r” 0 (T/“,; G(I),L t G,). Utilisant letheoreme 
’ d’induction par etages, on aura: 
T~,-ind[ind(z”@rT~:C;G(I),LtG,);G,tG)] 
=ind[Tz,l; G,fG]. 
3.6. On utilisera les notations de 3.3. Le but de tout ce qui suit est de 
demontrer le thtoreme suivant : 
TH~OR~ME. Soit G un groupe de Lie connexe, simplement connexe 
d’algebre de Lie g. Soit x une representation factoriejle normale de G telle 
qu’il existe f duns g* admissible, bien polarisable et 5 duns Xg(f) tels que 
ker rc = ker T$ ; alors n(u’ * cp) est a trace relativement aufacteur engendre 
par x(G), pour tout cp duns 9(G). 
3.7. COROLLAIRE. Soit G un groupe de Lie connexe presque algebrique 
(0.16), soit p la mesure de Plancherel de G, alors pour u-presque tout n duns 
G’, rc(u* cp) est a trace pour tout cp duns 9(G). 
Demonstration. Le groupe G etant presque algtbrique, G est alors de 
type I (cf. Dl, p. 1993). Par suite tout rc dans G est une representation 
normale. Le corollaire decoule alors de [Dl, chap. VII, thtoreme 21 et du 
thtoreme 3.6. 
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Remarque. Dans le cas od G est unimodulaire, lecorollaire 3.7 est deja 
connu: c’est une consequence de la formule de Plancherel tdu lemme 3.2.3 
de [B]. 
3.8. COROLLAIRE (cf. [Pe2, thtoreme 2.3.1 I). Soit G un groupe de Lie 
connexe, simplement connexe d radical co-compact, de type I, alors pour tout 
n dans G, IC(U* cp) est un ophateur tracjable pour tout cp dans 9(G). 
DPmonstration. D’apres [Dl, Remarque 1, p. 1971 (cf. aussi [P2]), les 
classes des representations q, recouvrent tout G dans le cas ou G est a 
radical co-compact. Le groupe G ttant suppose de type I, le corollaire 
decoule de 3.6. 
3.9. Soit f admissible etbien polarisable dans l’ouvert 0.Soient rdans 
X;(f) et f, =f[g,. D’apres 3.5 il existe tX dans Xg(f,) tel que 
TjfT = ind( T’T,2 G, 7 G). Soit 7~~ une representation factorielje normale de 
G, telle que ker 7cX = ker qT, (un tel rcX existe d’apres [P3, theoreme 1, 
p. 1193. Posons T= ind(rr,; G,r G). Soit P la fonction polynomiale definie 
en 1.14.1 et u le semi-invariant defini en 3.3. 
3.10. Les notations sont celles de 3.3 et de 3.9. 
Notons XX l’espace d rrcx etdi une mesure invariante sur G/G,. L’espace 
2 de T est l’espace d s fonctions cp: G H &TX mesurables et veriliant: 
(i) cpby) = n,(y)F’ dx), vx 5 G VY c G, 
(ii) jGiG, Ilcp(x)l12 di < ~0. 
LEMME. Notons Y& l’espace des vecteurs c30 de la representation T.Soit 
cp dans Zf-; alors (T,(u) q)(x) = Pk(xf) q(x) pour tout x dans G. 
Dt!monstration. Soient Z(rcX) (resp. 1( Tz,,)) l’ensemble d s elements vde 
U(g,, -) tels que v * cp appartienne A ker rrX pour tout cp dans C@(G) (resp. 
ker TzrX). On a done I(n,) = Z(T&). D’apres [DM, corollaire 3.21, 
I( nx) = ker rcX, coet I( q,J = ker( qfr,), Par suite, si on note xX:, et x+:~, 
les caracteres inlinitesimaux respectifs de rcX et de TJ& (z - xX,(z)) appar- 
tient a Z(rr,) = I( q ,,) pour tout z dans Z(g,,,-); done xnx E x~~,~; d’aprb 
[D2, IV.191, le caractere infinitesimal de T& est delini dans Z(g,,,) par 
%,,(u) =y-‘(II)($) Id(cf. 1.13.2): done [x~,~(u)] = Pl;(if) Id= (P(f))k Id. 
Soit cp dans && et X dans gX, on a: 
CT(ev tJ4 cplk) = dw( -tW 81, gEG, tSR 
= ~,(ev(tg-‘X)) v(g). 
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Par suite (T,(X) q)(g)= [rc,,(g-‘X) q](g); done on a: 
(T,(u) cp)(g)= c&&-‘~) cpl(g) 
= Xk(g-w&4 cpl(g) 
= (P(g .f,))” v(g). 
3.11. On utilise l s notations de 3.3. Soit Y dans g tel que g = gx @ R Y. 
Soit Y* l’element deg* tel que la restriction de Y* a gx soit nulle t tel que 
Y*(Y) = 1, on identifiera g: vec le sous-espace d g* forme par les formes 
lineaires sur g, nulles en Y. Soit p : g* -+ g: l’application ca onique de g* 
dans gz. Soit gt = (ZE g* 1 p(f) = 0 . Soit f dans g* et f, = p(f ). On note 0 } 
l’adherence d Gf dans C?f et 8, l’adherence d G, f, dans E, . f, oti E, est 
la composante neutre de l’enveloppe algebrique de Ad G, dans G. On 
notera Q0 = E, . f,. 
3.12. LEMME. Soit f duns l’ouvert 0,on a: 
6) G(f,),.f =f +g:. 
(ii) L ‘application 
&RxRx8,+8 
(s, t,x)t+(expsY).x+tY* 
est un d$f&omorphisme. 
(iii) Lbrbite Bx est tempCrPe. 
Dkmonstration. (i) D’aprb [P2, lemme 13, p. 301 on a G(f,), .f = 
f + (g, + g(f))’ pour tout f dans g* car gx contient [g, g]; or g(f) est 
contenu dans gx, done G( f,), .f = f + 9:. 
(ii) Decoule de (i) et de 1.14.3. 
(iii) Dtsignons par dh une mesure de Haar sur G,, dg une mesure de 
Haar sur G et dt la mesure de Lebesgue sur R telle que: 
jGdd&=jRji cp(evtY4dhdt pour cp dans L’(G). 
1 
Soient d/lo, une mesure G,-invariante sur 0, et dBH la mesure image par 
l’application 4 de (ii) de la mesure produit dt ds dfiBI. Alors la mesure djo 
est G-invariante eton aura pour tout cp dans L’(B): 
j. CPU) dPd4 = jR jR j. dew sy. x + t Y*) 4&,(x) ds dt. 
x 
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D’apres le corollaire 2.7, il existe deux entiers positifs k et k, tels que: 
Par suite 
Sjl 
x(exp sYJk Pk(f) 
R R ~,(f’+ /lexpsY.xl12)k2 
d&,(x) ds di -c +co, 
d’ou on deduit qu’il existe sE R, t c R tels que 
J‘ 
x(exp Wk. P&(f) db (x) < +co 
0, (t2 + llexp .~Y.xll~)~* Or 
par suite dpo, est temperee. 
Remarque. Je remercie le referee pour m‘avoir suggere une simplifica- 
tion de la demonstration i itiale de 3.12(iii). 
3.13. LEMME. Soit f’ dans 0, alors g,(f,) est une algehre de Lie 
atMienne. 
D&monstration. La forme lineaire f etant dans 0, g(f) est contenue 
dans gz. Comme gX est de codimension un dans g, il s’en suit que g(f) est 
de codimension un dans g,(f,). Soit 0, = 0 n g:. C’est un ouvert de 
Zariski non vide de g;. Soit r la dimension minimale des g,(1) quand I 
decrit g*. Soit r0 la dimension minimale des g,(1) quand 1 decrit gf. Soit 
0, l’ouvert de Zariski de g: Cgal g {I E g,*/dim g,(1) = rO). Comme 
0, n 0, est non vide, r+ 1 = r,; done pour tout f dans 0, dim g,(J;) = rO. 
Par suite, g,(f-,) est une algebre de Lie abelienne d’apres [B, 1.8, p. 171. 
3.14. La representation T definie en 3.9 est une representation facto- 
rielle etle facteur T(G)” engendre par T(G) est isomorphe a g(L*(R))@ 
rc,(G,)” oh rc,(G,)” est le facteur engendre par nx(G,) (cf. [Cl, lem- 
me IV. I] ). Notons tr la trace usuelle sur y( L’( R)), e0 une trace non nulle 
sur le facteur rcx(Gx)“, rc/ la trace sur T(G)” telle que pour tout operateur 
positif A de sP(L*(R)) et pour tout operateur positif B dans (rr,(G,))“, on 
ait $(A @B) = tr(A) $,(B). 
3.15. D’apres le theoreme d’Ado; on peut identifier g a une sous-algebre 
de Lie de g1( V) ou I/ est un espace vectoriel dedimension finie sur R. Soit 
g’ la plus petite sous-algebre de Lie algebrique d gf( V) qui contient g, on a 
alors [g, g] = [g’, g’]. Si on note G’ le groupe de Lie connexe simplement 
connexe d’algebre d Lie g’ alors G est un sous-groupe ferme de G’ et on a 
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[G, G] = [G’, G’]. Le groupe c est inclus dans Ad G’ et l’orbite G’.f (ou 
f est un element de g*) est localement fermee dans g* car le groupe G’ a 
une algebre de Lie algtbrique. Par suite, on a un homeomorphisme de 
Ad G’/Ad G’(f) + G’ .f pour les topologies usuelles. On a 8 .f= 
(?. (Ad G’)(f) ,J L’orbite G. f Ctant localement fermee, il s’en suit que le 
groupe c(Ad G’)(f) est localement fermee, done fermee. Par suite, I’orbite 
G. f est fermee dans G’ .J: Done pour tout f dans g*, l’adhtrence d G f 
dans G . f coincide avec l’adherence d G. f dans G ‘ .,fi 
3.16. Si V est un voisinage d 0 assez petit dans g et si c( est un element 
de g(V), on notera 6 la fonction c( sur exp V definie par: 
a(expx)=a(X) 
[ 
det ’ ,iTxlp’ 
3.17. LEMME. Les notations ont celles de 3.3, 3.14 et 3.16. 
(i) I1 existe un voisinage V de 0 dans g qui &r$e les conditions 
suivan tes : 
(a) Soit cp dans 9( V). Si T(u * 4) est positif, alors if est ri trace 
relativement & T(G)“. 
(b) Soit q dans 9(V), si T(u * 4) est ci trace relativement irT(G)“, 
alors: Y(T(u * @)) =Je (P(x))~ (@;I)” (x) dp,(x) oti d/3, est la mesure 
dkfinie n 3.12 et oli 
ad X 
sh - 




(ii) L’opPrateur T(u’ * cp) est ir trace relativement LiT(G)” pour tout q 
dans 9(G). 
De’monstration. (i) L’operateur T(q) est dttini par un noyau pour tout 
cp dans g(G). On a besoin de verifier que le theoreme de Mercer (cf. [B, 
theoreme V.3.31) relativement a la trace de T(G)” reste valable; or la 
demonstration du resultat dans Ie cadre de [Cl, p. 1981 reste vraie dans 
notre cas si on remarque que sous les hypotheses du thtoreme V.4 de 
[K2], on peut aussi Cnoncer que l’application cp I-+ T(q) envoie continu- 
ment l’espace g(G) dans l’espace des operateurs a trace relativement a 
T(G)” et ceci grace a [K3, proposition, p. 3611. 
D’apres 3.15, 8, coi’ncide avec la R-orbite associee a f, au sens de 
[KZ, V.l]. L’orbite 8,etant emperee t comme d’apres 3.13, g,(f,) est nil- 
258 NOURI KAMOUN 
potente, il resulte de [K2, thtoreme V.41 que pour la trace I,$~ fixee sur 
n,(G,)” en 3.14, il existe un voisinage V, de 0 dans gX et une normalisation 
de la mesure G,-invariante dbox sur 8, tels que: 
pour tout c( dans 9( V,). Dans l’egalite pr ctdente, on a post: 
. 
Soit V un voisinage d 0 dans g, G-invariant e W un voisinage d e dans 
G tels que l’application exponentielle de V dans W soit un diffeomorphisme 
et tels que l’egalite (*) ci-dessus soit valable dans l’ouvert V n gx de gX. 
L’ouvert V ainsi choisi verifie l s conditions (a) et (b) du lemme. En effet 
soit rp dans 9(V), la demonstration de la proposition 2.3.2 de 
[B, chap. V] et le lemme 3.10 montrent que le noyau de l’operateur 
T(u * Q5) est tgal a (en utilisant les notations de 3.11): 
K,.s(s, t)= [P(iexpsY.f)]” 
X 
J 
$(exp(sY)) h exp( -tY)Idet Ad exp tYI x,(h) dh. 
G, 
L’operateur K,. +( , ) s s s’ecrit sous la forme 7t,(y) oti y est une fonction 
convenable de 9( V n 9,). Les conditions (a) et (b) du lemme dtcoulent de 
l’expression d nant $,(K, * @(s, s)), du choix de la mesure dj?, fait en 3.16 
et de 2.8. 
(ii) Montrons dans une premiere &ape que T(u2 * @) est a trace rela- 
tivement a T(G)” pour tout cp dans 9(V). En utilisant lelemme 3.10, on 
peut verifier que les opkrateur T(u2 * 4) et [T,(u) T(xPkQ5) T,(u)] cdinci- 
dent sur I&; done si xPk+ est dans C*(G)+ (cf. 0.7), l’operateur T(u2 * cp) 
est a trace relativement a T(G)“. D’aprb [DM, theoreme 3.11, pour tout cp 
dans 9(V), il existe une famille de fonctions ‘pi dans 9(V) telle que cp soit 
une combinaison lineraire des ‘pi et telle que les x-k$i soient dans C*(G)+. 
Ceci permet de conclure que T(u2 * $5) est a trace relativement a T(G)” 
pour tout cp dans 9(V). Utilisant de nouveau le theoreme 3.1 de [DM], 
tout Clement cp de 9(G) s’tcrit comme somme finie de ‘pi *+i oh les cpz sont 
dans 9(exp V) et les tji dans 9(G); done l’assertion (ii) du lemme en 
decoule immtdiatement. 
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3.18. Dkmonstration du th&orPme 3.6. Soit IZ une reprtsentation facto- 
rielle normale de G telle qu’il existe f dans g* admissible, bien polarisable 
et t dans X:(f) tels que ker TC = ker T$. 
Premier cas: f est dans 0. 
que: TF, N ind( qT,, 
D’apr& 3.5, il existe ~~ dans Xg(f,) tel 
G, t G). Soit TC, une reprksentation factorielle normale 
de G, telle que ker TC, = ker TzzX. On pose comme en 3.9, T= ind(z,; 
G, t G). D’aprks le lemme 3.17, Test une reprksentation factorielle normale 
de G. D’apr&.s [P4, p. 991, ker ind(x,, G, t G) = ker ind(T&; G, t G) car 
ker n, = ker Tz7, ; done ker T= ker T,,, d’oti ker z= ker T. Les deux 
reprCsentations factorielles normales TC et T de G ayant le m&me noyau 
dans C*(G) sont quasi-kquivalentes, d’aprks [P3, thitorbme 1,p. 1191. Le 
thkorkme dtcoule alors de 3.17. 
Deuxikme cas: f n’est pas dans 0. La forme lintaire f n’Ctant pas 
dans 0, P(f) = 0 par suite [n,(u)] est I’opCrateur nul et alors n,(u* * cp) 
est nul pour tout cp dans g(G). 
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